Relazioni di congruenza modulo un intero n
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DEF. Sia n un intero diverso da zero e siano a e b due interi qualsiasi. Si definisce a congruo b modulo n
(a = b mod n) se e solose a — b = nh, per qualche h intero, ovvero se e solo se la differenzafraae b
e divisibile per n.

0SS. a = b mod n se e solo se a e b hanno lo stesso resto se divisi per n.

DIM:Sea =kn+reb=hn+ralloraa—b =n(k—h)+ (r—r) =n(k — h), quindi se hanno lo
stesso resto r sono congrui.

Sea=kn+mre b=hn+nralloraa—b=n(k—h)+ (r; —r,), quindise a — b & divisibile per n
allora r; — ry, & divisibile per n, ovweror; =nl+1r,, ma0 < ry,1, <nquindil = 0, ovveror; = ;.

PROP. Ogni intero a e congruo modulo n ad un UNICO intero rtaleche 0 < r < n.
DIM: a = r mod n con r resto UNICO della divisionedia pern. a=In+r 0 <r <n,ovveroa —
r = In.

r si dice la classe di congruenza di a modulo n.

Le congruenze sono riflessive a = a mod n, simmetriche a = b mod n < b = a mod n e transitive
a=bmodneb=cmodn = a = cmodn.Dimostrare per esercizio le tre proprieta appena
elencate.

Ogni relazione con le tre proprieta appena descritte si dice relazione d'equivalenza.

PROP.Sian > 2 ea,b,c,d interi tali che a = b mod ne ¢c = d mod n allora

& " at+c=b+dmodn
B " a—c=b—-—dmodn
@ * ac=bdmodn
DIM: (a — b) + (¢ — d) = (k4 + %,)n per ipotesi, quindi (a + ¢) — (b + d) = hn, ovvero la prima
proprieta risulta dimostrata. La seconda proprieta si dimostra in modo analogo.
Relativamente alla terza basta considerare che ac — bd = ac — bc + bc — bd = (a — b)c +
(¢ —d)b = (kic + k,b)n, ovvero ac = bd mod n.

PROP. Se a = b mod n allora

11) * g+ c = b+ cmod n per ogni cintero
1V " ac=bcmodn

3) » a* = b¥ mod n per ogni k naturale

4) * Sed|nalloraa =bmodd
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DIVISIONI
e Seac =bcmodne (c,n) =1alloraa=bmodn (Dim:c(a—b)=kncon(c,n)=1=
nla — b)
e Seac = bcmodnalloraa=b mod% cond = (c,n) (Dim:  c(a—b) =kn =

(a—b)%zk% ma (g,%% 1 =>§|(a—b))

PROBLEMI
e Determinare la classe di congruenza modulo 7 del numero N = 93 + 15* — 202 + 2 - 5210,
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e Determinare la cifra delle unita del numero N = 235 4 3102 4 5404 } 71034
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e Determinare le ultime due cifre (decine ed unitd) del numero 72921,
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e Determinare le ultime 6 cifre della rappresentazione binaria del numero 58513.
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e Dimostrare che 31°% + 8101 ¢ divisibile per 11. Determinare, inoltre, il numero modulo 13 e
modulo 7.
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« Dire se il polinomio p(x) = x° + 7x* + 2x3 + 6x% — x + 1568 possiede radici intere.
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e N ¢ divisibile per 3 se e solo se 3 divide la somma delle cifre di N.
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e N e divisibile per 11 se e solo se 11 divide la somma a segni alterni delle cifre di N.
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