
DEF. Sia n un intero diverso da zero e siano a e b due interi qualsiasi. Si definisce a congruo b modulo n
( 𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛) se e solo se 𝑎 − 𝑏 = 𝑛ℎ, per qualche ℎ intero, ovvero se e solo se la differenza fra a e b
è divisibile per n.

OSS. 𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛 se e solo se a e b hanno lo stesso resto se divisi per n.
DIM: Se 𝑎 = 𝑘𝑛 + 𝑟 e 𝑏 = ℎ𝑛 + 𝑟 allora 𝑎 − 𝑏 = 𝑛(𝑘 − ℎ) + (𝑟 − 𝑟) = 𝑛(𝑘 − ℎ), quindi se hanno lo 
stesso resto r sono congrui.
Se 𝑎 = 𝑘𝑛 + 𝑟ଵ e  𝑏 = ℎ𝑛 + 𝑟ଶ allora 𝑎 − 𝑏 = 𝑛(𝑘 − ℎ) + (𝑟ଵ − 𝑟ଶ), quindi se 𝑎 − 𝑏 è divisibile per n
allora 𝑟ଵ − 𝑟ଶ è divisibile per n, ovvero 𝑟ଵ = 𝑛𝑙 + 𝑟ଶ, ma 0 ≤ 𝑟ଵ, 𝑟ଶ < 𝑛 quindi 𝑙 = 0, ovvero 𝑟ଵ = 𝑟ଶ.

PROP. Ogni intero a	 è congruo modulo n ad un UNICO intero r	tale che 0 ≤ 𝑟 < 𝑛.
DIM: 𝑎 ≡ 𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑛 con r resto UNICO della divisione di a	 per n.  𝑎 = 𝑙𝑛 + 𝑟 0 ≤ 𝑟 < 𝑛, ovvero 𝑎 −
𝑟 = 𝑙𝑛.

𝑟 𝑠𝑖 𝑑𝑖𝑐𝑒 𝑙𝑎 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠𝑒 𝑑𝑖 𝑐𝑜𝑛𝑔𝑟𝑢𝑒𝑛𝑧𝑎 𝑑𝑖 𝑎 𝑚𝑜𝑑𝑢𝑙𝑜 𝑛.

Le congruenze sono riflessive 𝑎 ≡ 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑛, simmetriche 𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛 ⟺ 𝑏 ≡ 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑛 e transitive 
𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛 𝑒 𝑏 ≡ 𝑐 𝑚𝑜𝑑 𝑛 ⟹ 𝑎 ≡ 𝑐 𝑚𝑜𝑑 𝑛 . Dimostrare per esercizio le tre proprietà appena 
elencate.
Ogni relazione con le tre proprietà appena descritte si dice relazione d'equivalenza.

PROP. Sia 𝑛 ≥ 2 𝑒 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖 𝑡𝑎𝑙𝑖 𝑐ℎ𝑒 𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛 𝑒 𝑐 ≡ 𝑑 𝑚𝑜𝑑 𝑛 allora 

𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑑 𝑚𝑜𝑑 𝑛
𝑎 − 𝑐 ≡ 𝑏 − 𝑑 𝑚𝑜𝑑 𝑛
𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑 𝑚𝑜𝑑 𝑛

DIM:	(𝑎 − 𝑏) + (𝑐 − 𝑑) = (𝑘ଵ + 𝑘ଶ)𝑛 per ipotesi, quindi (𝑎 + 𝑐) − (𝑏 + 𝑑) = ℎ𝑛, ovvero la prima 
proprietà risulta dimostrata. La seconda proprietà si dimostra in modo analogo.
Relativamente alla terza basta considerare che 𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 = 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 + 𝑏𝑐 − 𝑏𝑑 = (𝑎 − 𝑏)𝑐 +
(𝑐 − 𝑑)𝑏 = (𝑘ଵ𝑐 + 𝑘ଶ𝑏)𝑛, ovvero 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑 𝑚𝑜𝑑 𝑛.

PROP. Se 𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛 allora

𝑎 + 𝑐 ≡ 𝑏 + 𝑐 𝑚𝑜𝑑 𝑛 per ogni c intero
𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐 𝑚𝑜𝑑 𝑛
𝑎௞ ≡ 𝑏௞ 𝑚𝑜𝑑 𝑛 per ogni k naturale
Se 𝑑|𝑛 allora 𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑑

DIM: 
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DIVISIONI
Se 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐 𝑚𝑜𝑑 𝑛 𝑒 (𝑐, 𝑛) = 1 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑 𝑛 (Dim: 𝑐(𝑎 − 𝑏) = 𝑘𝑛 𝑐𝑜𝑛 (𝑐, 𝑛) = 1 ⇒
𝑛|𝑎 − 𝑏)

•

Se 𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐 𝑚𝑜𝑑 𝑛 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 𝑎 ≡ 𝑏 𝑚𝑜𝑑
௡

ௗ
𝑐𝑜𝑛 𝑑 = (𝑐, 𝑛) (Dim:        𝑐(𝑎 − 𝑏) = 𝑘𝑛 ⟺

(𝑎 − 𝑏)
௖

ௗ
= 𝑘

௡

ௗ
𝑚𝑎 ቀ

௡

ௗ
,

௖

ௗ
ቁ= 1 ⟹

௡

ௗ
ห(𝑎 − 𝑏)൯

•

PROBLEMI
Determinare la classe di congruenza modulo 7 del numero 𝑁 = 9ଷ + 15ସ − 20ଶ + 2 ⋅ 52ଵ଴.•

Determinare la cifra delle unità del numero 𝑁 = 2ଷହ + 3ଵ଴ଶ + 5ସ଴ସ + 7ଵ଴ଷସ.•

Determinare le ultime due cifre (decine ed unità) del numero 7ଶ଴ଶଵ.•



Determinare le ultime 6 cifre della rappresentazione binaria del numero 585ଵଷ.•

Dimostrare che 3ଵ଴ଵ + 8ଵ଴ଵ è divisibile per 11. Determinare, inoltre, il numero modulo 13 e 
modulo 7.

•

Dire se il polinomio 𝑝(𝑥) = 𝑥ହ + 7𝑥ସ + 2𝑥ଷ + 6𝑥ଶ − 𝑥 + 1568 possiede radici intere.•



N è divisibile per 3 se e solo se 3 divide la somma delle cifre di N.•

N è divisibile per 11 se e solo se 11 divide la somma a segni alterni delle cifre di N. •


